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基于线性规划模型的极限分析上限有限元的实现 
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摘  要：极限分析上限有限元法常利用三角形常应变率单元和摩尔-库仑屈服函数线性化的方法，以形成较易求解的线性规

划模型。然而为满足计算精度，需引入大量的优化变量，增加了计算和存储的难度。为此，基于线性规划模型，利用 MATLAB
编制极限分析上限有限元程序，针对线性规划模型等式约束矩阵的高度稀疏性的特点，以稀疏矩阵的方式存储，从而在一定

程度上解决了上述问题，使得上限有限元法能处理较大规模的岩土工程稳定性问题。以条形基础地基承载力课题为例进行算

例分析，验证该方法的有效性，同时讨论了模型网格单元和塑性乘子数目对计算结果精度的影响。 
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Implementation of finite element upper bound solution of limit analysis  
based on linear programming model 

 
YANG Feng，YANG Jun-sheng，ZHANG Xue-min 

（School of Civil and Architectural of Engineering, Central South University，Changsha 410075 China） 
 

Abstract:  Triangular elements with constant strain rate and linearization of Mohr-Coulomb criterion are regularly used for finite 
element upper bound solution to form a linear programming model. However, a calculating and storage difficulty has been brought 
out by numerous variables, which are required to be introduced in the linear program, to seek for precision requirement. Calculating 
program using Matlab for finite element upper bound solution is compiled based on linear programming model. And it takes full 
advantage of the highly sparseness of equality constraint matrix. By saving the matrix as sparsematrix, the calculating and storage 
problem can be solved. Finally, stability problems of large-scale geotechnical engineering can also be solved. A calculating example 
of the bearing capacity of strip footing is given to show the validity of the compiled program and the effect of precise results on the 
number of elements; and plastic multiplier rate has been discussed. 
Key words:  limit analysis; finite element upper bound solution; failure mechanism; linear programming; strip footing; bearing 
capacity 
 

1  引  言 

目前，利用极限分析上限法进行岩土工程稳定

性分析成为研究热点之一。利用该法可进行边坡

稳定性、地基承载力、隧道土压力等诸多课题的

研究 [1－7]。上限法的实现主要通过两种途径，一是

需预先假定破坏模式，然后通过数学优化得到上限

解；二是无需假定破坏模式，采用有限单元离散的

方式，通过数学优化的方式自动搜索最优的破坏模

式，从而得到上限解。 
假定破坏模式的方式是利用上限法求解问题

的传统途径。该法直观明了、概念清晰，对特定问

题的研究非常有效。然而，当模型的边界条件、力

学参数等因素复杂时，精确的破坏模式难以构建，

限制了该方法的应用。 
与此同时，采用与有限单元相结合的上限法近

年来发展迅速。该方法无需假定破坏模式，可考虑

复杂的边界条件、不同的力学参数，使得其应用前

景较为广阔。 
Sloan 等[8－9]对该方法做了很多具有开创性的

工作。其早期的工作主要是将上限有限元转化为大

规模的线性规划问题。为弥补三角形常应变率单元
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内部速度为低阶变化的缺陷，在所有单元之间均引

入速度间断线。国内王均星等[10－11]在 Sloan 提出的

方法的基础上，考虑了孔隙水压力、节理等因素，

做了相关的应用研究工作。而殷建华等[12－13]提出了

刚体有限元上限法，其假定单元为刚性体，内部耗

散能只发生在速度间断线上，并采用非线性规划进

行求解。 
采用非线性规划模型可减少所需优化变量的

数目，但求解过程相当耗时。而线性规划问题求解

相对容易，但实际应用中，为了提高计算精度，其

模型包含的优化变量目数相当庞大，将导致计算和

存储两方面的困难。 
为此，本文在 Sloan 等[8－9]工作的基础上，基于

线性规划模型，利用 MATLAB 编制极限分析上限

有限元程序，以稀疏矩阵的形式存储线性规划模型

中的等式约束的系数矩阵，从而在一定程度上减小

了计算和存储方面的困难，使得极限分析上限有限

元法能在较大规模的问题中得到应用。通过分析经

典的条形地基承载力课题，并与现有精确解进行对

比，验证了该方法的可行性和有效性。 

2  极限分析上限法原理 

极限分析上限定理表述为：在所有的运动许可

的塑性应变率场 *
ij 和速度场 *

iv 对应荷载中极限荷

载 F 最小[1]，即 
* * *d d di i i i ij ij

S A A
Fv S v A A      ≤              

             
D

*
n t( tan ) d

S

v s              （1） 

式（1）左边为极限荷载 iF 和自重或体力 i 所

作的塑性功率；右边为变形体 A 内部和速度间断线

DS 上塑性应变产生的耗散功率。 
采用传统的途径求解时，一般需假定由刚性滑

块体系组成的破坏模式。为计算简便，滑块内部不

产生塑性应变，耗散功率只产生于速度间断线上，

且速度间断线上相对速度方向也预先确定。而采用

上限有限元法，单元内部也可发生塑性应变，且速

度间断线上的相对速度方向未知。 

3  上限有限元的形成 

3.1  三角形常应变率单元 
在上限有限元采用的单元中，三角形常应变率

单元应用最广。如图 1 所示，三角形单元每个节点

有 2 个速度分量，每个三角形单元包含 p 个塑性乘

子 i 。单元内部任一点的速度可表示为 3 个节点速

度的线性函数： 

            
3 3

1 1
  i i i i

i i
u N u v N v

 
  ，          （2） 

式中： iu 和 iv 为节点在 x 和 y 方向的速度分量； iN
为单元形函数， iN 的表达式参见文献[8－9]。由于

单元间设置速度间断线，与有限元网格不同，节点

只属于特定单元，相同坐标处的不同节点速度可不

相同。 
 

 
图 1  三角形常应变率单元 

Fig.1  Constant strain triangular element 
 

3.2  单元内部速度约束条件 
上限法要求破坏区域内的速度场满足相关联

流动法则和速度相容条件，对于平面应变条件下的

理想弹塑性或刚塑性体，相关联流动法则表示为 

           

x
x

y
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xy
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u F
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u F
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          （3） 

式中：塑性乘子 0≥ ，并以拉应变为正。为了形

成节点速度与塑性乘子之间的线性关系，并去除相

应应力分量，需要将屈服函数线性化，且线性化的

屈服函数需外接于原屈服函数，以满足上限解要求。

对平面应变问题，摩尔-库伦屈服准则可表示为 
2 2

2

( ) (2 )

      (2 cos ( )sin ) 0
x y xy

x y

F

c

  

   

   

  
    （4） 

式中：c 和分别为土体黏结力和内摩擦角，以拉应

力为正。如文献[8－9]，上式所表示的屈服函数在

以 x yX    和 2 xyY  所建立的坐标系中为一个

圆，可方便地利用外接多边形进行代替。当多边形

边数为 p 时，经线性化的屈服函数可表示为 

   2 cos 0k k x k y k xyF A B C c             （5） 

1 

2
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其中： 

            
cos sin
sin cos
2sin

k k

k k

k k

A
B
C

 
 


  
  
 

            （6） 

而 2π  1,2,...  k k p k p  ； 。于是，式（3）表示

的塑性应变率变为 

         

1 1

1 1

1 1

p p
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x k k k
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k ky
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         （7） 

对于每个三角形单元，由相关联流动法则和速

度相容条件，需要施加 3 个等式约束，单元内部的

约束条件可表示为 

             11 1 12 2  0a x a x               （8） 

其中： 

23 31 12

11 32 13 21

32 23 13 31 21 12

0 0 0
1 0 0 0

2

y y y
x x x

A
x y x y x y

 
   
  

a     （9） 

 T
1 1 1 2 2 3 3u v u v u vx     （10） 

1 2 3

12 1 2 3

1 2 3

... ...

... ...

... ...

k p

k p

k p

A A A A A
B B B B B
C C C C C

 
   
  

a     （11） 

T
2 1 2 0k p      

     ≥x   （12） 

式中：A 为单元面积； ij i jy y y  ； ij i jx x x  。 
3.3  速度间断线上的速度约束条件 

三角形常应变率单元属于低阶单元，仅利用低

阶单元离散破坏区域，常难以达到理想的精度。为

弥补此缺陷，需要在单元之间引入速度间断线，允

许速度发生跳跃。此时，应保证速度间断线上的相

对速度满足相关联流动法则和相容约束条件。 
如图 2 所示，节点 1、2 和 3、4 所在的速度间

断线与 x 轴夹角为 ，对于摩尔-库仑屈服准则，速

度间断线上的法向和切线相对速度 v 和 u 需满

足： 

                tanv u               （13） 

由于绝对值的存在难以形成标准的线性规划

模型。为此，Sloan 在速度间断线相邻节点引入新

的优化变量 iju和 iju。令 ij ij iju u u    ， (ij ijv u    

) taniju  ，且 0iju
≥ ， 0iju

≥ 。 
尽管采用 ( )ij iju u  代替 ij iju u  ，只有在 iju 或

iju之一等于 0 时，相关联流动法则确定的塑性流动

约束条件才完全满足。然而当这个条件不满足时，

相当于提高了速度间断线上的 c 和值，由此仍可满

足上限解的要求。 

 

 
图 2  速度间断线及优化变量 

Fig.2  Velocity discontinuity and optimized variables 
 

将速度间断线节点相对速度分量 v 和 u 由绝

对速度分量表示如下： 

( ) cos ( )sin

( ) tan ( )sin ( )cos
ij ij ij j i j i

ij ij ij i j j i

u u u u u v v

v u u u u v v

 

  

 

 

       


       
 

                                       （14） 
于是，对于每条速度间断线，需要施加塑性流

动约束条件如下： 

             21 1 23 3  0a x a x              （15） 

其中： 
21 a  

cos sin cos sin                     0
sin cos sin cos                    0 
                   0                  cos sin cos sin
                   0                   sin cos sin cos

   
   

   
   

  
  
  


  





 

                                      （16） 

 T
1 1 1 2 2 3 3 4 4u v u v u v u vx   （17） 

23

1 1 0 0
tan tan 0 0

0 0 1 1
0 0 tan tan

 

 

 
 
 
 
 
 

a     （18） 

T
3 12 12 34 34 0u u u u      ≥x      （19） 
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3.4  速度边界条件 
速度场应满足已知的速度边界条件。设节点 i

位于与 x 轴夹角为 的速度边界上，已知该边界上

的切向和法向速度分别为u 和 v ，则节点 i 的速度

分量 iu 和 iv 需满足： 

          
cos sin
sin cos

i

i

u u
v v

 
 

    
        

       （20） 

写成矩阵形式如下： 

                 31 1 3a x b               （21） 

其中： 

31

cos sin
sin cos
 
 

 
   

a ， 1
i

i

u
v
 

  
 

x ， 3

u
v
 

  
 

b （22） 

上述速度边界条件可用于刚性结构施加于土

体的速度边界条件，如刚性基础或刚性挡土墙等结

构。对于柔性结构作用于土体表面的速度边界条件，

可以对土体表面施加如下约束： 

                d
S
v S Q                （23） 

式中： v 为土体边界 S 上的法向速度；Q可认为是

正交穿越土体边界 S 的塑流大小；由于计算中无需

速度值的大小，而只需各速度之间的相对关系，因

此，可以令 1Q  。 
3.5  单元内部耗散功率 

每个单元内部耗散功率 cP 为 

        c ( )dx x y y xy xyA
P A                 （24） 

将式（7）代入式（24）可得 

           c
1

2 cos  d
p

k A
k

P A c A 


           （25） 

如果假定土体的黏聚力 c 在单元内部也按照线

性分布， 1c 、 2c 、 3c 分别为单元 3 个节点上的黏聚

力，则上式写成矩阵形式为 

                  T
c 2 2P  c x              （26） 

其中： 

 T
2 1 2 3

2 ( )cos 1 1 ... 1
3

A c c c   c   （27） 

T
2 1 2 p     

  x       （28） 

3.6  速度间断线上的耗散功率 
每条速度间断线上的耗散功率 dP 为 

                d d
l

P c u l              （29） 

式中： u u u    ，为了形成线性规划模型，令

u u u    ，由此得到的结果仍可满足上限解的

要求，有： 

             d ( )d
l

P c u u l              （30） 

由于速度间断线 l 上任一点的u，u沿着速度

间断线为线性分布，式（30）可表示为 

                 T
d 3 3P  c x               （31） 

其中： 
T
3

1 2 1 2 1 2 1 2

  
1 1 1 1 1 1 1 1
3 6 3 6 6 3 6 3

l c c c c c c c c



      

c
 

（32） 
T
3 12 12 34 34u u u u      x       （33） 

3.7  外力功率 
体力如自重在每个单元上产生的外力功率 tP

为 

               t  d
A

P v A              （34） 

对于三角形常应变率单元，速度在单元内部线

性分布，有： 

          1 2 3 d ( )
3A

Av A v v v            （35） 

写成矩阵形式： 

                   T
t 1 1P  c x              （36） 

其中： 

 T
1 0 0 0

3
A A A

 c     （37） 

 T
1 1 1 2 2 3 3u v u v u vx     （38） 

对于面力所作的功率，可按照柔性结构作用于

土体表面施加相应的速度边界条件或直接进行计

算；当作用的面力的分布形式较复杂时，可将面力

沿边界积分求解相应的外力功率，这里不再详述。 

4  上限有限元的线性规划模型 

上节已阐述了上限有限元的离散、约束条件的

形成以及耗散功率与外力功率的求解等问题。接下

来根据功率平衡方程（1）可得到目标函数，即耗散

功率减去外力功率的差值。其优化变量为节点速度

分量 iu 和 iv 、速度间断线引入的辅助变量 iju 和

ijv 以及单元塑性乘子 i 。考虑破坏区域的所有单

元和节点以及边界条件，按照上限法原理可形成如
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下线性规划模型。 
最小值为 

T T T
2 2 3 3 1 1 C X C X C X         （39） 

式中：大写字母表示各量为全局变量，即考虑所有

单元、节点以及边界条件。其中 1X 为所有节点速度

向量； 2X 为所有单元塑性乘子向量；而 3X 为所有

速度间断线辅助变量向量。其余系数矩阵的意义对

应于相应的单元内部或速度间断线上施加塑性流动

约束或破坏区域施加速度边界约束时形成的全局系

数矩阵。至此，上限有限元解决岩土工程稳定性问

题转化成为线性规划问题。 
约束条件为 

11 1 12 2

21 1 23 3

31 1 3

41 1 4

2

3

  
  
 
 




0
0

0
0

≥

≥

A X A X
A X A X
A X B
A X B
X
X

       （40） 

实际计算中为保证精度，需采用大量三角形单

元，并增加每个单元的塑性乘子 i 的个数 p ，于是

优化变量增加，等式约束的系数矩阵相当庞大，难

以进行较大规模的计算。 
由于单元内部约束条件和相邻单元并无关系，

同样速度间断线约束条件和相邻速度间断线并无关

系，这就决定了等式约束的系数矩阵具有高度稀疏

性，而且随单元数目的增加，其稀疏性相应增加。

为此，在编程中采用稀疏矩阵存储的方式存储等式

约束的系数矩阵，即仅存储非 0 元素的数值及在矩

阵中的行号和列号，不存储其余的 0 元素，采用该

法能大大降低计算过程中的内存占用量。 
采用 MATLAB 编制上限有限元程序，以稀疏

矩阵存储的方式在程序中形成相应系数矩阵时予以

考虑。通过调用优化工具箱 linprog 函数求解线性规

划问题。该函数采用大型算法时，能很好地支持稀

疏矩阵，并且无需设置优化变量的初始值。由此可

解决较大规模线性规划问题，其中优化变量个数可

达几十万，满足一般问题的精度要求。以下以条形

基础地基承载力课题为例，进行说明。 

5  算例验证 

条形基础地基承载力问题是岩土工程中的经

典课题。这里采用上限有限元求解条形基础地基承

载力系数 N 和 cN 。取土体内摩擦角 o30  ，考虑

基础与地基之间为完全粗糙边界。计算模型如图 3
所示，由于模型沿着基础中线对称，故只取右侧的

一半计算。其中 B 为基础宽度，沿 x 方向上的取

0.5 4.5B B ，沿 y 方向取为 4B 。边界约束条件为：

右侧、下侧边界 x 和 y 方向速度均为 0，左侧边界 x
方向速度为 0，基础与地基边界 y 方向速度 1v   ，

x 方向速度为 0。 
 

 
图 3  计算模型 

Fig.3  Calculation model 
 

采用 3 种不同的网格对计算模型进行划分，如

图 4～6 所示。 
图 4 和 5 示意的模型网格 1 和 3 均为规则网格

单元，其区别在于网格密度不同。考虑到刚性基础

边缘为奇异点，该点附近区域速度场变化剧烈，于

是，图 6 示意的模型网格在基础边缘进行加密，方

法为网格大小沿着 x 和 y 方向设置一定的梯度，形

成渐变的网格。表 1 为 3 种模型网格的参数。 
 

 
图 4  计算模型网格 1 

Fig.4  Mesh 1 for calculation model 
 

 
图 5  计算模型网格 2 

Fig.5  Mesh 2 for calculation model 
 

 
图 6  计算模型网格 3 

Fig.6  Mesh 3 for calculation model 

0.5B 4.5B 

 

u=0, v=0 

u=
0,

 v
=0

 
4B

 u=
0 

x u 

y,v 

单元数目为:2 560 

单元数目为:16 000 

单元数目为:5 000 
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从表 1 可以看出，3 种不同密度的网格的参数

相差很大。当 p＝36 时，网格 1 和网格 3 的优化变

量数目（节点速度和塑性乘子之和）分别为 122 880
和 240 000，而网格 2 更达到 768 000（此处的优化

变量包括了模型边界上已知的节点速度，数目较少，

在计算前可去除）。在这些优化变量中，塑性乘子占

相当大的比例。可见，将屈服函数线性化引入了大

量优化变量。计算过程等式约束的系数矩阵相当庞

大。如上所述，通过引入稀疏矩阵存储的方式，能

大大降低计算过程中的内存需求。同时，由于采用

线性规划模型，其求解速度较快，该计算模型可在

目前主流 PC（配备 2G 内存）上进行。 
 

表 1  计算模型网格参数 
Table 1  Mesh parameters for calculation model 
网格编号 单元数目 节点速度数目 塑性乘子数目 

1  2 560  2 560×12 2 560p 

2 16 000 16 000×12 16 000p  

3  5 000  5 000×12 5 000p 

注：p 为每个单元塑性乘子个数。 
 

表 2、3 和图 7、8 为 o30  ，并考虑基础与地

基之间为完全粗糙边界时，条形基础地基承载力系

数 N 和 cN 的计算结果以及精确解。其中 N 的精确

解由 Martin[14]采用数值方法得出，而 cN 可利用已

有理论公式得到。对于 3 种网格，计算中分别考虑

单元塑性乘子数目 p 取 6、12、24、36 共 4 种情况。 
 

表 2  Nγ计算结果(φ=30°) 
Table 2  Results of Nγ for φ=30° 

网格 1 网格 2 网格 3 
p 

N 
误差 
/% N 

误差 
/% 

N 
误差 
/% 

6 23.20 57.2 20.77 40.8 21.41 45.1 

12 19.83 34.4 17.96 21.7 17.79 20.6 

24 18.87 27.9 17.02 15.4 16.84 14.1 

36 18.66 26.5 16.81 14.0 16.64 12.8 

注：N的精确解为 14.754。 
 

表 3  Nc计算结果(φ=30°) 
Table 3  Results of Nc for φ=30° 

网格 1 网格 2 网格 3 
p 

Nc 
误差 
/% Nc 

误差 
/% 

Nc 
误差 
/% 

6 37.84 25.5 36.60 21.4 38.15 26.6 

12 33.90 12.5 33.12  9.9 34.32 13.9 

24 32.33  7.3 31.50  4.5 32.97  9.4 

36 32.03  6.3 31.20  3.5 32.64  8.3 

注：Nc的精确解为 30.140。 

从表 2、3 可以看出，对于网格 1 和 2，计算结

果的精度随着网格数目和塑性乘子数目 p 的增加而

增加。对于网格 3，其网格数目小于网格 2，然而其 
基础边缘网格加密，得到的 N 的计算结果仍较优， 
而 cN 计算结果误差相比网格 2 稍大。说明计算 N  

时，基础边缘网格加密对于减小误差效果明显；而

对于 cN ，通过较均匀的加密网格得到的计算结果误

差较小。 
从表 2、3 和图 7、8 还可看出，塑性乘子数目

p 对计算结果影响较大。对于 N ，采用网格 2，p
分别取 6 和 36 时，计算结果误差为 40.8%和 14.0%；

对于 cN ，采用网格 2，p 分别取 6 和 36 时，计算结

果误差为 21.4%和 3.5%。可见，塑性乘子数目增加，

计算结果的误差明显减小。还可发现，塑性乘子数

目 p 分别取 24 和 36 时，由此引起的计算结果的误

差变得不甚明显。说明在实际计算过程中，p 取 24
已能得到较好的结果。 

 

 
图 7  Nγ计算结果对比 

Fig.7  Comparison of results of Nγ 
 

 
图 8  Nc计算结果对比 

Fig.8  Comparison of results of Nc 
 

为了详细说明经过优化得到地基的破坏模式，

将速度场计算结果示于图 9、10。该速度场的绘制

通过 MATLAB 计算结果的数据经处理后导入 CAD
进行绘图得到。 

图 9 为 p＝24 时，利用 3 种网格计算 N 得到的

速度场，其中箭头代表由 4 个三角形单元组成的四
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边形中心点处的平均速度的大小和方向。对于破坏

区域外的单元，由于速度为 0，在图中表示为一个

点。模型右下角的箭头代表地基速度 0v 的大小。可

以看出，速度场在基础附近小范围内变化非常剧烈，

且随着基础边缘网格密度的增加，这种趋势更加明

显。说明当破坏模式的速度场变化剧烈时，需要在

速度变化剧烈的区域加密网格单元，才能反映破坏

模式实际形态，并有效地提高计算结果的精度。 
 

 
（a）网格 1（p=24） 

 
（b）网格 2（p=24） 

 
（c）网格 3（p=24） 

图 9  计算 Nγ时得到的速度场结果 
Fig.9  Velocity field for caclulating Nγ 

 

图 10 为 p＝24 时，利用 3 种网格计算 cN 得到

的速度场。可以看出，速度场的变化程度相比图 9
而言较为缓和，尤其是基础边缘的速度场未发生剧

烈变化，并且破坏区域及速度场波及的范围较大。

这可能是 cN 的计算精度对网格数目不太敏感的原

因之一。 

 
（a）网格 1（p=24） 

 
（b）网格 2（p=24） 

 
（c）网格 3（p=24） 

图 10  计算 Nc时得到的速度场结果 
Fig.10  Velocity field for caclulating Nc 

 

6  结  语 

本文在 Sloan 等工作的基础上，基于线性规划

模型，采用 MATLAB 编制上限有限元程序，利用

模型中的等式约束的系数矩阵的高度稀疏性，以稀

疏矩阵的方式存储，在一定程度上解决了计算和存

储方面的困难，可进行较大规模的上限有限元计算。

通过条形地基承载力的算例分析，说明了该方法的

有效性，同时对模型网格单元和塑性乘子数目对计

算结果精度的影响进行了讨论。 
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